CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
INSPECTORATUL SCOLAR ETAPA N‘A.‘TIONALA FACULTATEA
2 mai 2015 R
Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Si se demonstreze ci daci ecuatia de gradul al doilea: ax* +bc+c =0 are ridicini reale, atunci
si ecuatiile: (a+b+c)-x*+(b+2a)-x+a=0,respectiv c-x’+(b—2c)-x+a—b+c=0 au

radacini egale.

Solutie:
Ecuatia ax” +bc+c =0 are ridicini reale dacd A=5"—4aC 20 ...cooeveveveevereirereeeeeeeeeeeree s 2p
Pentru ecuatia (a+b+c)-x* +(b+2a) x+a=0, avem:

A, =(b+2a)’ —4a(a+b+c)=b"—4ac>0=> are rAdACING 1€AIE ........coooorrrrvrrererreerrresssseeeeeeeereen 3p
Pentru ecuatia ¢-x° +(b—2c¢)-x+a—b+c=0 avem:

A, =(b=2c)’ —4c(a—b+c)=b*—4ac>0=> are rAdACIni 1eale ..........ooorrrrvvvvveeeeecrrsreererereeeeeneeen 2p

2. Terasa unei cofetdrii are forma unui dreptunghi ABCD 1n care CD =8 m ,
iar 1g(XABD)=1,75.
a) Determinati suprafata terasei.
b) Patronul terasei a cumpdrat opt arbusti ornamentali pe care doreste sd-i dispuna pe conturul
terasei la distanta de 5 m unul fata de celalalt. Justificati daca poate face acest lucru, prezentand
un mod de dispunere a acestora .

Solutie:

. o . AD 7
a) In AABD, m(£BAD)=90 obtinem tg(£ABD) = -1 de unde AD=14m ..cooovvrrrrrnnnee. 2p
Finalizare : Aria terasei ABCD = ABXAD =112 M’ ..oovovovooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
b) Se pot dispune cei opt arbusti , respectind cerinta,
ca in figura alaturata: .........ccooeeeeiiieniiiiiiie e, 3p A 4 . D

3. Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC precum  si punctele M e[AB],Ne[BC]

astfel  incat ﬂ:ﬂzz. Daca P este un punct 1n planul triunghiului astfel
MB NC

incat AN = MB + PC , atunci :



a) Demonstrati ca punctele A, P si C sunt coliniare.

b) Aflati AL
AC

¢) Demonstrati ca sin(£B)>cos(£C).

Solutie:
a) Deoarece ﬂ:2 , rezulta ca ﬁ:l-ﬁ+%-ﬁ ................................................................ 2p
NC 3 3
A . AM L 1 — e D ——
Tinand cont cd —— =2 varezulta cd MB=—-AB,deci AN =MB+—-AC cceevveveeveienieeeeenn. Ip
MB 3 3
Se obtine PC = % AC , ceea ce conduce 1a concluzia dOTitd ............oveeveeveevcureeeeeeeeeeeeseeeseeseenens Ip
: o= 2 A 1
b) Dinrelatia PC =—-AC, deduCem C8 ——— = — ...occiiiiiiiiriieiieeceeeter e e 1p
3 AC 3
¢) Vom demonstra ca sin(B)—cos(Cj >0
sin(Bj—cos(C) - sin(Bj—sin (90—(:) =2-sin %‘90 co8 %”0 .......................... Ip
. N | c+B- | B-C+
Deoarece triunghiul este ascutitunghic rezulta ca sin CT% >0 si cos CT% >0,
deci 2-sin C+l;—90 -cos B_C2+90 ) IO Ip

4. In ultimele trei turnee de tenis Simona Halep a disputat , in total , un numar impar de meciuri.
Stiind ca fiecare meci a avut doud sau trei seturi, numarul meciurilor disputate care au avut doua
seturi este mai mare decat numarul meciurilor disputate care au avut trei seturi, iar tenismena
a disputat, in cele trei turnee, un numar total de 25 de seturi , se cere :

a) Cate meciuri a cite trei seturi pe meci a disputat tenismena ?
b) Cate meciuri a disputat tenismena 1n cele trei turnee?

Solutie:

Fie x - numarul meciurilor disputate in trei seturi si y - numarul meciurilor disputate in doud
SEtUri. ALUNCT X < Y 1 X 4 Y = IIMPAT c.eveiereiieeiiieeiiieeeciieerteeeiteesteeessteessseeesseessseeessseessaesnnseesnseesssses Ip
ODHNE 3X 4 21 = 25 oottt ettt b e bt et et b e e st s bt e bt shaeshee bt ebeens Ip
In mod necesar x trebuie 8a fie NUMAT IMPAT .........c.ov.oviveeeieeeeeeeeeeeeeee e Ip
Dacd x = 1 rezultd cd y = 11, nu convine deoarece X + ¥ = 12(PAr) ..eevcvrerreeenieeriiieeieesieeesiieeeeeees Ip
Daca@ x =3 TZUIA CA Y = 8 .ooeeiieiiiieie ettt ettt ettt et e st te e st ee st e e sabeeessbeesnsaesnnreesnneeens Ip
Dacd x = 5 rezultd cd y = 5, nu convine deoarece trebuie X < Y ...ccccevviveriieeeiiiieniiennie e Ip

Orice alt caz contravine cerintei x < y, deci singura solutie x=3six+y =11 .ccccoeiriiininnnnnnee. Ip
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1. Se considerd numarul a =log, 27 +log, 16.

a) Demonstrati ca % <log,27< é

b) Demonstrati ca % <log,16< % .

c) Calculati partea Intreagd a numarului a.

Solutie:

9 5 9 3
a) Z<log4 27<5<:>10g444 <108, 27 <10Z, 42 oo 1p

9 5
22 <27 <42 & 2° <277 <A AACVATAL ... 2p
3 3
b) % <log,16< % & 32<16<9? & 243<256<729, adeVArat ......cceeveeeeeeeieeieeeee e 2p
¢) Obtinem 2+§<a<§+§ :>z<a<4 ..................................................................................... 1p
4 2 2 2
%<a<4:>[a]=3 .......................................................................................................................... 1p
2. Se considerd numarul complex z #1, astfel incat 1+—Z = i\/g .
-z
a) Demonstrati ca z = J3+i .
J3-i

b) Verificatica z°=1si 1+z+2°+..+7° =0.

¢) Calculati suma S=1+z+7" +..+z7"°.
Solutie:
a)H—Z:i\/g:>1+z:i\/§—i 3-z:>z:\/§+l .......................................................................... 2p

I-z O
b) Prin calcul direct, deducem:
= OO Ip
LA LSOO OO Ip

16=1<=>16—1=0<:>(z—1)(zs+z4+z3+z2+z+1)=0

2L A 2 P H 22 ZH 120 et s Ip



¢) Grupand termenii sumei obtinem:
S=(l+ 2442 )+ (ot 2" )t (4 27 ) 277 ) 1p

S =04+ 270 = (2°) 7 25 221 s Ip

3. in sistemul cartezian xQOy se considera punctele A(2,a) si B(a,—2),unde ae R.
a) Determinati a, astfel incat AB = 4.

a’+4

2

c) Demonstrati ca aria triunghiului AOB este minima daca si numai dacd perimetrul triunghiului
AOB este minim.

b) Demonstrati cd aria triunghiului AOB este #A,,, =

Solutie:

) AB=[2(07 F4) oo Ip

AB=4= [2(a’+4) =4=0" =42 € {22} oo Ip

b) OA=0B =a" +4 => AAOB €St€ ISOSCEL .....oovueveeeeeeeeeeeeeeeeeee e, Ip

2(a’ +4)
OC 1néltime Tn AAOB isoscel, OC = B s Ip
1 a*+4

Arop == AB-OC = it 1
Aoz =5 2 p

©) P :(2+\/§)\/a2 +4;

Arop =2, minima atunci cand @ = 0 ... Ip

PAOB:2-(2+\/5) MINIM CANA @ = 0 coooiiiiiiii et Ip

4. a) Demonstrati ca x+ y >2,/xy, Vx,y>0.

b) Un teren cu suprafata de 400 m? are forma unui romb si trebuie sa-1 imprejmuim cu un gard.
Demonstrati cd lungimea gardului este cel putin 80 m.

Solutie:

a) x+y—2\/52(\/;—\/;)2203x+y22\/5 ......................................................................... 2p

b)

Diagonalele unui romb sunt perpendiculare si se Tnjumatatesc.
AC-BD
Apep = I Ip
D s
Notim BO =a = 400=2C24 _ 4o =40 _ e 20
a a
) BC =, faz + 400200 ........................................................................................ Ip
a
Folosind punctul @) = BC 2 V400 =20 ....ooiiiiiiiiiiieeieeeetete ettt sttt s 2p

Prpen =ABC 280 coooooooeeoeoeoeee oo 1p
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. 0 1
1. Se di matricea A=( . J.

a) Calculati A*, A* si determinati cel mai mic numar natural ne N cu proprietatea ca A" = I,.
b) Demonstrati cd daca matricea X € M,(RR) verifica ecuatia A-X =X -A , atunci exista

b
a,be R astfel incat X = a .
-b a+b

c) Demonstrati ca matricea X determinata la punctul anterior verifica egalitatea:
X?—(2a+b)-X +(detX)-1,=0,

Solutie:
, (-1 1 . (0 -1 6
a) A" = AT = JAT =L, S0 =0 2p
-1 0 1 -1
c d -b a+b
b) A-X = s X A Sl e s 2p
—a+c —-b+d —-d c+d
A X=X A=>c=-bd=a+b=> X:[ j,a,beR ................................................... Ip
-b a+
a’-b’ b* +2ab
C) X = et 1
(—bz —2ab a*+2ab P
Verifica egalitatea, prin calcul dIiTECT ........cueeiuiiiiieiieieieee et 1p

2. Fie f:R>R, f(x)=m-e“+n-e"+p-e”, a,b,ce R", m,n, pe R, cu proprietatea ci
|f(x)|<[sinx|, Vxe (-1,1).

kx

‘keR".

a) Calculati L=1Ilim ¢
x—0 X

b) Demonstraticd m+n+ p=0.

c) Demonstrati inegalitatea |ma +nb+ pc| <l1.



Solutie:

|
a)L:Iin(} TR FKINE T K e et 2p
b) | £ ()| <[sin x| = \m.e”+n.e“+p.e” < , Vxe (=1,1).
Pentru x=0:>|m+n+p|$0:> m+n+p|=0:>m+n+p=0 ..................................................... 2p

¢) Putem scrie ‘m e“" —1)+n-(e”“ —1)+ p-(e” —1)‘ S|sin x| =

| am(e*~1) bn(eb*— D, cple”~ 1)| sin x| 5
| ax bx cx | — x | ................................................................................. p
Trecem la limita pentru x — 0 si obtinem |am +nb+ cp| S e 1p

3. Se considera trei capitaluri proportionale cu numerele 3, 4, 6. Primul a fost plasat 60 de zile cu
dobanda de 6%, al doilea 120 de zile cu dobanda de 9% iar al treilea 180 de zile cu dobanda de
12%. Dobanda simpla totala obtinuta este de 510 euro, iar anul bancar are 360 de zile.

a) Sa se scrie sistemul liniar care descrie modelul matematic al problemei.
b) Determinati cele trei capitaluri.

Solutie:
a) Fie x, y, z cele trei capitaluri plasate. Avem g = % =§ (1) e, 1p
s 00 O IR0, 2 T80 S ) 2
100 360 100 360 100 360
4x-3y=0
Din (1) si (2) se obtine sistemul liniar 3y=22=0 e 2p

x+3y+6z=51000

b) Rezolvam sistemul.

4 -3 0

A=10 3 =2/=102, A =306000, A =408000, A =612000. ....c.cceoovrririririririririniriinen. Ip
1 3 6

Finalizare; x = 3000 euro, y = 4000 euro, z = 6000 €UIO. ....cccceeviiriirniiinienienieeie et Ip

2x—1
2x+1

4. Fie functiile f:(%,oo)—)]R,f(x):ln( j, g:(%,w)%R,g(x):f'(x).

a) Studiati monotonia functiilor f si g.

b) Folosind teorema lui Lagrange pentru functia f pe intervalul [n, n + 1], ne N, demonstrati
ci gln+D<f(n+)—f(n)<g(n), Vne N".

Solutie:
4
a) f'(x)= 3 0 e e e e e e e e e et —— e e e e e e e e e ee——eaaaaaeeeaattbaaaaaaaeaeannaaaees 2
) = p
f ’(x) >0,Vxe (%,oo), deci f este strict crescdtoare pe intervalul (%,oo) ....................................... Ip
-32x 1 - . . . 1
g'x)=f"(x)= W <0,Vxe (5,00), rezulta ca g este strict descrescatoare pe intervalul (E,oo)



b) f este functie Rolle pe [n, n+1], Vae N", deci conform teoremei lui Lagrange existi
¢, € (n,n+1) astfel incat f(n+1) = fF(n)=F(C,)=8(C,) rrrrrerrerrmrreirirerererisereesenesesieeiens Ip

Cum functia g este strict descrescdtoare avem: g (n + 1) <g (cn) <g (n) ....................................... Ip

fnlocuind g(c,) obtinem g(n+1)< fF(+1)= F(1) < (M) wrrorrrrrereeeieeieeieeeiieeeeeeee e 1Ip
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1. Se considerd polinomul f =x*-8x’+ax’ +8x+b , fe R[X] cu radicinile x,,x,,x,,x,€ C .
a) Aratati cad f (1) =0daca si numai daca a+b+1=0.
b) Determinati valoarea numarului real a pentru care x, +x, = x, +Xx;.
c) Determinati numerele reale asi b astfel incat radacinile polinomului f e R[X]sa fie in
progresie aritmetica.

Solutie:
a) f(D=0 f()=1-8+a+8+b=0 a+Db+1=0 oot Ip
b) Scrie 1elatiile Ul VIBLE ..oveeriiiiiiiiiiiiii ettt ettt st sttt Ip

Grupeazd convenabil si obtine:
(x1 +x4)+(x2+x3):8
(x,+x,)(x,+x5)+xx,+x,x=a
x5, (%, 4+ x3) + X0, (%, +x,) =8

(x1x4 ) : (x2x3 ) =b

........................................................................................................................................................... Ip
Din prima relatie si conditia datd rezultd cd x, +x, =X, +X; =4 oo, Ip
. . . _ xx, +x,x,=a—16
Din a doua si a treia relatie avem: S a=14 e, Ip
XX, + X0, ==2
C) X,,X,,X;,x, € Cin progresie aritmetica , atunci exista z,r € Castfel incat:
X, =z-3r,x,=z-r, X;=2+r,x, =2+3r.
Din prima relatie avem 4z =8=z=2
.. . |10r*+a=24 a=14
Relatiile doi si trei devin TOQ L, ereesesesssesisstniiiastsastsissssisssstss st snatssustasess Ip
re=1 r-=1
Din ultima relatie avem (Zz -9r° ) : (z2 - ) =SD=ob==15 e Ip

Observatie: Ecuatia devine x* —8x’ +14x> +8x—15=0
Cuz=2si r==x1 avem radacinile +—-1,1,3,5 (respectiv +5,3,1—-1)

2. Se consideri inelul aritmetic al claselor de resturi modulo 9 , notat cu(Z ,+,‘) .

9
a) Calculati suma in(Z,,+,) : s=1-242-3+3-4+4.5+5-6+6-7+7-8

45 41
b) Sd se rezolve ecuatia matriceald in inelul matricelor M,(Z,): [A AJ‘ X = [A A]
3 1 7 8



o> Q)
ST

c) Ardtati ca matricea A = ( }e M ,(Z,) este inversabild daca si numai daca

AAAAAA

Solutie:
a) s=1-242.343-444.545.646-T+7-8=246+3+2434642=6 oooorrrrrrrrrrerrrrrrrrrrrrrrrrrn 1p
. (45 , N -
b) Calculeaza inversa matricei | , , |. Determinantul matricei este |,  [=7.
31 31
A - . 4 7
Inversul lui 7 (modulo 9) este 4. Inversa Matricei €Ste | , . | eeeevreeeeriieeeeeeieee e ceeeee e 2p
6 7
. : 26
ObtIne SOIULIA X =| | | | . oo e e e Ip
1 8
¢) Elementele inversabile din (Zg,+,-) sunt i, é,zl,gﬁ,é. ................................................................ Ip
Matricea A este inversabild ceea ce implica det A diferit de zero si de divizorii lui zero ai inelului.
Prin urmaredet Ae {i 2,4,5,7 é} ...................................................................................................... 1p
Reciproc, deoarece det Ae {i 2,4,5,7 é} , iar 1,2,4,5,7,8 sunt inversabile in inel, rezultd ci
MAatricea eSte INVETSADIIA. ......cccciiiiiiiiiiieieie ettt et e et e bt e s sate e sabaeenneesaneens Ip
x 1 1
3. Se considera numerele 1(a) :J. - dxsi J(a)= J.x—dx, undeace [0, +<>0) este
, e tax+1 € tax+1

parametru.

a) Calculati 7(0).

b) Calculati J(0).

c¢) Determinati numarul real pozitiv a pentru care este adevarata relatia: I(a)+a-J(a)=2
Solutie:
e+1

1 X
€ 1
a) 1(0) = Ax=I0(€" + 1) =0T e 2
) 1(0) je o (e"+1) > P
1 1 1
* 1 1
b) 1(0)+J(0)=j ¢ v j _je LN = [ =1 ettt Ip
v e + e +1 e +1 0
JO)=1-1(0)=1— 1ne—+1_1nﬁ ................................................................................................ Ip
2 e+1
(sau calculeaza direct J(0) )
1 1 1
X 1 X
c) I(a)+aJ(a)=jX€—dx+aj - dxz'[ xe ta AX = e, Ip
e tax+1 ,€ tax+l o€ tax+l
=1n(ex+ax+1)llozlne+;+l ......................................................................................................... Ip
ST ) s e v a4 1226 Solutia este @ =26>—€—150 oo Ip

4. Rata cu care o familie utilizeaza, intr-o zi, energia electrica (in kW / ord) este K(¢) data de relatia
K'(t)=5t-¢”', unde te [0; 24] este timpul exprimat Tn ore.

a) Cati kW foloseste familia Tn primele 4 ore ale zilei?
b) Cati kW consuma familia in 30 de zile?



(In calcule se va lua e = 3. Rezultatele se vor exprima sub formd zecimald cu doud zecimale

exacte. )
Solutie:
4 4
Consumul pentru primele 4 ore este dat de J K'(t)dt = J.Ste"dt ..................................................... 2p
0 0
4
= 4 -t —1 14 —1 4 -4
Calculeaza K ()], = [ Stedt =5(~te™ Iy =™ 1) =5(1=5-€™) wooovvririmscscncncsecocscsn 2p
0

Calculul aproximativ al consumului de energie electrica pentru primele 4 ore (cu e =3) este
S(1=5-7) = 4,09 KW. ..ottt ettt Ip
b) Intr-o zi se consumi 4,696 = 28,14 kW.

In 30 de zile familia va consuma (4,69-6)-30 = 844,2 KW ......oomveeeeeeeeeeeeecereeeeeeeeeseeeeseeeeeean. 2p



